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Рассмотрены три класса вполне разрешимых линейных неавтономных многомерных дифференциалных систем (тре-
угольные, диагонализуемые и системы Лаппо-Данилевского) в комплексной области. Разработаны регулярные методы 
построения в явном виде первых интегралов этих дифференциальных систем. Приведены примеры, которые иллюст-
рируют полученные результаты. 
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Three classes of completely solvable linear nonautonomous multidimensional differential systems (diagonalizable systems, tri-
angular systems, the Lappo-Danilevsky systems) are considered. The regular methods of building first integrals for these differ-
ential systems are developed. In addition, some examples are given to illustrate the obtained results. 
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Введение  
Рассмотрим линейную неавтономную сис-
тему уравнений в полных дифференциалах   
1
( ( ) ( ))
m
j j j
j
dw U z w g z dz
=
= + ,∑          (0.1)   
где точки w  и z  из пространств nC  и mC  соот-
ветственно, вектор 1colon( )ndw dw … dw= , , ,  а 
элементы квадратных матриц 
( )j jU z U z z G→ ∀ ∈  
порядка n  и векторных функций njg G → ,C  
1j m= , ,  голоморфны на односвязной области 
mG ⊂ .C   
Неоднородной системе (0.1) соответствуют 
линейные дифференциальные операторы   
( ) ( ( ) ( ))
( ) 1
jj z j j w
n
z w U z w g z
z w G j m
, = ∂ + + ∂
∀ , ∈ × , = , ,
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и линейная однородная система уравнений в 
полных дифференциалах   
1
( )
m
j j
j
dw U z wdz
=
= ∑                (0.2) 
с дифференциальными операторами 
( ) ( )
( ) 1
jj z j w
n
z w U z w
z w G j m
, = ∂ + ∂
∀ , ∈ × , = , .C
V
 
В настоящей статье дано решение задачи 
Дарбу о построении первых интегралов [1] для 
трех классов линейных систем уравнений в пол-
ных дифференциалах вида (0.1): треугольных, 
диагонализуемых и систем Лаппо-Данилевского. 
Задача решается при условии, что система (0.1) 
является вполне разрешимой на области nG× ,C  
т. е. для системы (0.1) выполняются условия 
Фробениуса [2, с. 41; 3, с. 43–44] 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
jz j
z j j
U z U z U z
U z U z U z z Gξ
ξ ξ
ξ
∂ + =
= ∂ + ∀ ∈ ,     (0.3) 
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( ) ( ) ( )
1 1
jz j
z j j
g z U z g z
g z U z g z
z G j m m
ξ
ξ ξ
ξ
∂ + =
= ∂ +
∀ ∈ , = , ,ξ = , .
 
Работа является продолжением исследова-
ний авторов статьи по построению интегральных 
базисов линейных дифференциальных систем 
[4]–[9]. Подробный обзор литературы и совре-
менное состояние теории интегралов приведены 
в монографиях В.В. Козлова [10], В.Н. Горбузова 
[11] и A. Goriely [12]. С целью однозначного 
толкования используемых в статье понятий, сле-
дуя в основном монографии [11], сформулируем 
основные определения и положения теории инте-
гралов многомерных дифференциальных систем.  
Голоморфную функцию WΛ → C  назовем 
первым интегралом на области nGΛ ⊂ ×C  сис-
темы уравнений в полных дифференциалах (0.1), 
если   
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( ) 0 ( ) 1jW z w z w j m, = ∀ , ∈Λ, = , .W  
Совокупность функционально независимых 
на области nGΛ ⊂ ×C  пеpвых интегpалов 
: 1lW l … kΛ→ , = , , ,C  системы (0.1) назовем ба-
зисом пеpвых интегpалов на области Λ  системы 
(0.1), если у этой системы любой пеpвый 
интегpал :Ψ Λ→ C  можно пpедставить в виде  
1( ) ( ( ) ( )) ( )kz w W z w … W z w z wΨ , = Φ , , , , ∀ , ∈Λ,  
где Φ  – некотоpая голоморфная функция на 
множестве значений функции 
1: ( ) ( ( ) ( )) ( )kW z w W z w … W z w z w, → , , , , ∀ , ∈Λ.  
Число k  пpи этом назовем pазмеpностью базиса 
пеpвых интегpалов системы (0.1). 
Интегральный базис вполне разрешимой на 
области nG×C  системы (0.1) состоит из n  
функционально независимых первых интегралов 
[11, с. 28–34]. В случае неполной разрешимости 
системы (0.1) с дефектом 0r r n, < ≤ ,  ее базис 
первых интегралов в окрестности любой точки 
из области разрешимости  имеет размерность 
n r−  [11, с. 53–59].  
 
1 Треугольные системы  
Пусть у системы уравнений в полных диф-
ференциалах (0.1) матрицы коэффициентов jU ,  
1j m= , ,  являются верхними треугольными, т. е. 
система имеет вид   
1
( ) ( ) 1
m n
j
i i ji j
j i
dw u z w g z dz i nξ ξ
= ξ=
⎛ ⎞= + , = , ,⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑  (1.1) 
где голоморфные функции jiu Gξ → C  и 
jig G → C  такие, что на односвязной области G  
выполняются условия Фробениуса полной раз-
решимости (0.3).  
Согласно [13, с. 103], любая линейная впол-
не разрешимая система уравнений в полных 
дифференциалах (0.1) с помощью унитарного 
преобразования может быть приведена к линей-
ной треугольной дифференциальной системе 
вида (1.1).  
При построении интегрального базиса тре-
угольной системы (1.1) используется  
Теорема 1.1. Первыми интегралами линей-
ной треугольной вполне разрешимой системы в 
полных дифференциалах (1.1) на области nG×C  
будут функции   
1 1
1
1
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где скалярные функции   
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τ ττ=
⎛ ⎞ϕ → − ,⎜ ⎟⎝ ⎠
ψ → ∀ ∈ ,τ = , .
∑∫
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Доказательство проведем методом матема-
тической индукции. При 1τ =  получаем, что   
1 1: ( ) ( ) ( )
( )
n n
n
W z w w z B z
t x G
, → ϕ −
∀ , ∈ ×C  
будет первым интегралом вполне разрешимой 
треугольной системы (1.1):   
1
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Пусть функции 1 1Wτ , τ = ,ε − ,  являются пер-
выми интегралами системы (1.1). Тогда произ-
водные Ли в силу системы (1.1) функции Wε  на 
области nG×C  равны:   
(
)
1
1 1 1
1
1
1 1
1
1
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( ) 0 1
j
j n n n
n n k k
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B z A z W z w z j m
ε−
ε + −ε, + −ε+ξ + −ε+ξξ=
ε−ξ−
+ −ε+ξ + −ε−ξ ε−ξ,=
ε−ξ ε−ξ,ε−ξ ε−ξ + −ε
, = ψ ×
× ϕ − , −
− − , ϕ = , = , .
∑
∑
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Следовательно, функция : nW Gε × →C C  
будет первым интегралом системы (1.1).  
Учитывая способ построения функций (1.2), 
получаем, что они будут функционально незави-
симыми первыми интегралами вполне разреши-
мой системы (1.1).  Теорема доказана.  
Замечание 1.1. При доказательстве теоремы 
1.1 было учтено, что дифференциальные 1-фор-
мы, стоящие под знаком криволинейного инте-
грала в функциях A Bτξ τ,  и τϕ ,  при выполнении 
условий (0.3) являются точными на односвязной 
области G.    
Пример 1.1. Линейную систему в полных 
дифференциалах (0.2) с матрицами  
Об интегралах линейных неавтономных многомерных дифференциальных систем, интегрируемых в замкнутой форме 
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такими, что функции :jiu Gξ → C  удовлетворяют 
условиям полной разрешимости   
2 1
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с помощью ортогонального преобразования 
1 1 2 2 3 3 2 3
2 2( ) ( )
2 2
w y w y y w y y= , = − , = +  
приводим к треугольному виду 
3 3
1 2
1 2( ) ( ) 1 3i i i
i i
dy u z y dz u z y dz iξ ξ ξ ξ
ξ= ξ=
= + , = , .∑ ∑  
Используя теорему 1.1 и обратное ортого-
нальное преобразование строим интегральный 
базис на односвязной области 3G×C  системы 
(0.2) с матрицами (1.3):   
1 3 2 3
2 2 3 2 21 1
2: ( ) ( ) ( )
2
2: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
W z w w w z
W z w w w z A z W z w
, → − ϕ ,
, → + ϕ − , ,
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1 1
1 12 2 21 13 3 1
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W z w w z
z u z z A z u z z dz
, → ϕ −
− ϕ ψ + ψ +∫  
2 2
12 2 21 13 3 2 1
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( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ) ( )
( ) ( )( ( ) ( ) ) ( )
u z z A z u z z dz W z w
z z u z dz u z dz W z w
+ ψ + ψ , +
+ ϕ ψ + , ,∫  
где скалярные функции ( )1 21 2
1
: exp ( ) ( )
: ( ( )) 1 3
i ii ii
i i
z u z dz u z dz
z z i−
ϕ → − + ,
ψ → ϕ , = , ,
∫  
1 2
21 2 3 23 1 23 2: ( ) ( )( ( ) ( ) )A z z z u z dz u z dz z G→ ϕ ψ + ∀ ∈ .∫  
 
2 Диагонализуемые системы  
Пусть у системы уравнений в полных диф-
ференциалах (0.1) матрицы коэффициентов 
1jU j m, = , ,  одновременно диагонализуемы с по-
мощью постоянной трансформирующей матрицы 
[13, с. 61] и выполняются условия Фробениуса 
полной разрешимости (0.3). Тогда для построе-
ния интегрального базиса диагонализуемой сис-
темы (0.1) используется   
Теорема 2.1 [7]. Пусть nν∈C  есть общий 
собственный вектор матриц : ( )j jV z V z→  
z G∀ ∈ ,  транспонированных к матрицам 
: ( )j jU z U z z G→ ∀ ∈  
соответственно, которому соответствуют 
собственные функции  
: ( ) 1j jz z z G j mλ → λ ∀ ∈ , = , .  
Тогда первым интегралом вполне разрешимой 
диагонализуемой системы (0.1) будет функция   
1
: ( ) ( ) ( ) ( )
( )
m
j j
j
n
W z w w z g z z dz
z w G
=
, → ν ϕ − ν ϕ
∀ , ∈ × ,
∑∫
C
 
где экспоненциальная функция 
1
: exp ( )
m
j j
j
z z dz z G
=
⎛ ⎞ϕ → − λ ∀ ∈ .⎜ ⎟⎝ ⎠∑∫  
Пример 2.1. Для вполне разрешимой систе-
мы уравнений в полных дифференциалах   
2 2
1 2 1 1 2 1 2 1
1 2 2 1 1 2 2 2 2
((2 ) 2( ) )
((4 ) 2(2 ) )
dw z z w z z w dz
z z z w z z z w dz
= − − − +
+ − − − ,  
2 2
2 2 1 1 2 1 2 1
1 2 2 1 1 2 2 2 2
(( ) ( 2 ) )
((2 ) 2( ) )
dw z z w z z w dz
z z z w z z z w dz
= − − − +
+ − − −  
по общим собственным векторам 1 (1 1)ν = ,−  и 
2 ( 1 2)ν = − , ,  которым соответствуют собствен-
ные функции 
1 2
1 1 2 2
1 2
2 1 2 1 2 1 2
: ( )
: ( ) 2 ( )
z z z
z z z z z z
λ , → ,
λ , → ∀ , ∈C  
и  
2
1 1 2 1: ( ) shz z zλ , → ,  
2 2
2 1 2 2 1 2: ( ) ch ( )z z z z zλ , → ∀ , ∈ ,C  
строим (теорема 2.1) базис первых интегралов   
2
1 1 2 1 2
4
2 2 1 1 2
: ( ) ( ) exp( )
: ( ) (2 )exp( ) ( )
W z w w w z z
W z w w w z z z w
, → − − ,
, → − − − ∀ , ∈ .C  
 
3 Системы Лаппо-Данилевского  
Пусть у системы уравнений в полных диф-
ференциалах (0.1) матрицы коэффициентов   
1
: ( )
js
j jk jk j
k
U z z U z G s
=
→ α ∀ ∈ , ∈ ,∑ N    (3.1) 
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где голоморфные функции : 1jk jG k sα → , = , ,C  
линейно независимы на области G  при каждом 
индексе 1j m= , ,  постоянные матрицы n-го по-
рядка 1 1jk jU k s j m, = , , = , ,  попарно перестано-
вочны, и выполняются условия Фробениуса пол-
ной разрешимости (0.3).  
Система (0.1) при (3.1) является системой 
Лаппо-Данилевского [3, с. 63], т. е. удовлетворя-
ет требованию перестановочности матрицы ко-
эффициентов со своим интегралом [14].  
Частные интегралы. Линейная однородная 
функция   
: n np w w w→ν ∀ ∈ , ν∈ ,C C         (3.2) 
будет частным интегралом системы (0.2), если и 
только если   
( ) ( ) ( )
( ) 1
j j
n
p w z p w
z w G j m
= λ
∀ , ∈ × , = , ,C
V
          (3.3) 
где функции : 1j G j mλ → , = , .C  Эта система 
тождеств распадается на линейную систему 
1
( ) ( ) 0 1
js
jk jk j
k
z V z E z G j m
=
⎛ ⎞α − λ ν = ∀ ∈ , = , ,⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑  (3.4) 
где E  – единичная матрица n-го порядка, а по-
стоянные матрицы n-го порядка jkV  являются 
транспонированными к матрицам jkU  соответст-
венно.  
Условие перестановочности матриц опреде-
ляет связи между собственными числами и об-
щими собственными векторами матриц jkV  [15, 
с. 203–207], на основании которых доказываем 
основополагающие для построения первых инте-
гралов закономерности.   
Лемма 3.1. Пусть ν  – общий собственный 
вектор матриц jkV ,  которому соответствуют 
собственные числа 1 1jk jk s j mλ , = , , = , .  Тогда 
функция (3.2) будет частным интегралом сис-
темы (0.2) при (3.1), а функции 
1
: ( ) 1
js
j jk jk
k
z z z G j m
=
λ → λ α ∀ ∈ , = , .∑  
Доказательство. Если ν  – общий собст-
венный вектор матриц jkV ,  которому соответст-
вуют собственные числа 1 1jk jk s j mλ , = , , = , ,  то 
он является общим собственным вектором матриц 
1
: ( )
js
j jk jk
k
V z z V z G
=
→ α ∀ ∈ ,∑  
которому соответствуют собственные функции 
1
: ( ) 1
js
j jk jk
k
z z z G j m
=
λ → λ α ∀ ∈ , = , .∑  
Тогда ν  будет решением системы (3.4), а значит, 
выполняется система тождеств (3.3). Следова-
тельно, линейная функция (3.2) есть частный 
интеграл системы в полных дифференциалах 
(0.2) при (3.1). Лемма доказана.   
В случае наличия кратных элементарных 
делителей у матриц jkV  будем использовать по-
нятие присоединенного вектора [11, с. 252] и ос-
новываться на леммах 3.2 и 3.3. 
Пусть ξζλ  – собственное число матрицы  
{1 } {1 }V … s … mξζ ξ, ζ ∈ , , , ξ∈ , , ,  
которому соответствуют элементарный делитель 
кратности 2≥  и собственный вектор 0ν .  То-
гда l-ым присоединенным вектором матрицы 
Vξζ ,  соответствующим собственному числу ξζλ ,  
назовем вектор 1 1l lν , = , − ,  являющийся ре-
шением линейной системы   
1( ) l lV E l −ξζ ξζ− λ ν = ⋅ν .              (3.5) 
Лемма 3.2. Пусть выполняются условия:  
1) 0ν  – общий собственный вектор матриц 
jkV ,  которому соответствуют собственные 
числа 1 1jk jk s j mλ , = , , = , ;   
2) 1 1l lν , = , − ,  – присоединенные векторы 
матрицы Vξζ ,  соответствующие собственному 
числу ξζλ  с элементарным делителем кратно-
сти 2≥ ;    
3) обыкновенная дифференциальная систе-
ма dw U w
dz ξζ
=  не имеет первых интегралов   
: ( )
1 1 1 1
( при ).
jkl jk l
j
W w w
w l k s j m
k j
→ Ψ
∀ ∈Ω, = , − , = , , = ,
≠ ζ = ξ

x
     (3.6) 
Тогда имеют место тождества   
1( ) 1
( ) 0 2 1l
w w
w w l
ξζ
ξζ
Ψ = ∀ ∈Ω,
Ψ = ∀ ∈Ω, = , − ,
x
x
     (3.7) 
( ) const
1 1 1 1 ( при ),
jk l jkl
j
w w
l k s j m k j
Ψ = μ = ∀ ∈Ω,
= , − , = , , = , ≠ ζ = ξ
x
 
где операторы ( ) njk jk ww U w w= ∂ ∀ ∈ ,Cx  а функ-
ции :lΨ Ω→ C  находятся из системы   
1
1
1
0
( )
1 1 { : 0}
l
l llw w w w
l w w
⎛ ⎞ −δ−⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ−⎝ ⎠δ=
ν = Ψ ν ∀ ∈Ω,
= , − , Ω ⊂ ν ≠ .
∑

     (3.8) 
Доказательство. Функциональную систему 
(3.8) всегда можно разрешить относительно δΨ ,  
так как ее определитель равен 0 1( )w −ν   и отли-
чен от тождественного нуля на любой области 
0{ : 0}w wΩ ⊂ ν ≠ .  Докажем, что для функций 
δΨ  справедливы тождества (3.7).  
Пусть j k= ξ, = ζ.  Тогда верность тождеств 
(3.7) при 2=  и 3=  проверяется непосред-
ственно на основании системы тождеств   
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0 0
1 1 1
n
l l l n
w w w
w w l w w l
ξζ ξζ
−
ξζ ξζ
ν = λ ν ∀ ∈ ,
ν = λ ν + ν ∀ ∈ , = , − ,
C
C
x
x
(3.9) 
которые непосредственно следуют из леммы 3.1 
и системы равенств (3.5). Доказательство тож-
деств (3.7) для случая 3>  проведем методом 
математической индукции.  
Предположим, что система тождеств (3.7) 
имеет место при = ε.  Тогда, на основании то-
ждества (3.8) при 1 l= ε + , = ε,  вычислим дей-
ствие оператора ξζx  на линейную функцию 
nw w wε→ ν ∀ ∈ ,C  с учетом тождеств (3.7) при 
= ε  и системы тождеств (3.9):   
1
1
1
( )w w w
ε ⎛ ⎞ε ε−δε−⎜ ⎟ξζ ξζ δ⎜ ⎟δ−⎝ ⎠δ=
ν = λ Ψ ν +∑x  
1
12
1
1
1 0
( 1) ( )
( )
w w
w w w w
ε− ⎛ ⎞ ε−δ−ε−⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ−⎝ ⎠δ=
ε−
ξζ ε
+ ε − Ψ ν +
+ν + ν Ψ ∀ ∈Ω.
∑
x
 
Отсюда, в силу системы (3.8) при 1l = ε −  и 
l = ε,  тождеств (3.9) при l = ε  и того, что 0wν   
тождественно не равна нулю на пространстве 
n ,C  получаем: ( ) 0w wξζ εΨ = ∀ ∈Ω.x   
Следовательно, при 1= ε +  система тож-
деств (3.7) имеет место.  
Учитывая, что у вполне разрешимой систе-
мы (0.2) при условии (3.1) линейные дифферен-
циальные операторы  1 1jk jk s j m, = , , = , ,x  пе-
рестановочны, а линейная обыкновенная диффе-
ренциальная система dw U w
dz ξζ
=  не имеет первых 
интегралов вида (3.6), получаем, что тождества 
(3.7) имеют место и при k ≠ ζ.  Лемма доказана. 
Лемма 3.3. Пусть выполняются условия 
леммы 3.2. Тогда на области Ω  имеем   
0
0( )
1 1 1 1
l
l ll
jk jk
jk jk jkl jk l
j
w w
k s j m l
⎛ ⎞ −δ⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ⎝ ⎠δ=
ν = μ ν
μ = λ , μ = Ψ ,
= , , = , , = , − .
∑

x
x          (3.10) 
Доказательство. При 2=  из системы 
(3.8) получаем, что 1 01( )w w w wν = Ψ ν ∀ ∈Ω.  От-
сюда, используя леммы 3.1 и 3.2, имеем   
1 1 0
0 1
1 1
jk jk jk
j
w w w
w k s j m
ν = μ ν +μ ν
∀ ∈Ω, = , , = , .
x
 
Следовательно, тождества (3.10) при 2=  верны.  
Пусть тождества (3.10) выполняются при 
= ε.  Тогда из (3.8) при 1= ε +  находим   
1
1
1
1
1
1 0
( ) 1 1
jk jk
jk j
w w
w w k s j m
ε ⎛ ⎞ε ε−δε−⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ−⎝ ⎠δ=
ε ε−δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ε−δ−γε− ε−δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ− γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠δ= γ=
ν = μ ν +
+ Ψ μ ν , = , , = , .
∑
∑ ∑
x
 
Сгруппировав выражения при jkδμ  и учиты-
вая (3.8) при 1= ε + ,  получаем   
1
1
1
1
( )1 1
1
0 1
( )
jk jk
jk
w w
w w
ε ⎛ ⎞ε ε−δε−⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ−⎝ ⎠δ=
ε− ε−τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ε−τ −ηε− ε−τ−⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ η⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ η−⎝ ⎠ ⎝ ⎠τ= η=
ν = μ ν +
+ μ Ψ ν =
∑
∑ ∑
x
 
1
1 1
1
1 0
0
1 1
jk jk
jk j
w w
w w k s j m
ε ε−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε−δ ε−τε− ε−⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ− τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠δ= τ=
ε ⎛ ⎞ ε−δε⎜ ⎟ δ⎜ ⎟δ⎝ ⎠δ=
= μ ν + μ ν =
= μ ν ∀ ∈Ω, = , , = , .
∑ ∑
∑
 
Таким образом, при 1= ε +  тождества 
(3.10) справедливы, а значит, система тождеств 
(3.10) имеет место при любом натуральном 
2≥ .  Лемма доказана.  
Первые интегралы. Построение интеграль-
ного базиса основано на теоремах 3.1–3.3.  
Теорема 3.1. Пусть выполняются условия 
леммы 3.1. Тогда первым интегралом вполне раз-
решимой системы (0.1) при условии (3.1) будет 
функция   
1
: ( ) ( ) ( ) ( )
( )
m
j j
j
n
W z w w z g z z dz
z w G
=
, → ν ϕ − ν ϕ
∀ , ∈ × ,
∑∫
C
 (3.11) 
где экспоненциальная функция   
1 1
: exp ( )
jsm
jk jk j
j k
z z dz z G
= =
⎛ ⎞ϕ → − λ α ∀ ∈ .⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑∑∫  (3.12) 
Доказательство. Из тождеств (0.3) следует, 
что 1-форма 
1 1
: ( )
jsm
jk jk j
j k
z z dz
= =
ω → λ α∑∑  является 
замкнутой на односвязной области G.  С учетом 
этого, для гладкой дифференциальной 1-формы 
i
1
: ( ) ( )
m
j j
j
z g z z dz z G
=
ω → ν ϕ ∀ ∈∑  внешний диф-
ференциал   
i
1 1
1
( ) ( ) ( )
( ) ( )
m m
z j
j
s
k k j j
k
d z z g z
z g z dz dz z G
ξ
ξ
= ξ=
ξ ξ ξ
=
⎛ω = ϕ ∂ ν −⎜⎝
⎞− λ α ν ∧ ∀ ∈ .⎟⎟⎠
∑∑
∑
 
Отсюда с учетом условий Фробениуса (0.3) и 
того, что   
0
1 1
j j
j j
dz dz
dz dz dz dz m j mξ ξ
∧ = ,
∧ = − ∧ , ξ = , , = , ,  
получаем, что 1-форма iω  будет замкнутой на 
области G.  Тогда по теореме Пуанкаре [11, с. 14] 
1-формы ω  и iω  будут точными на односвязной 
области G,  а значит, криволинейные интегралы 
ω∫  и ω∫   в области G  не зависят от пути интег-
рирования.  
А.Ф. Проневич, П.Б. Павлючик 
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Используя лемму 3.1 и то, что 1-формы ω  и 
iω  являются точными на односвязной области 
G,  вычислим производные Ли функции (3.11) в 
силу системы (0.1):   
1
( ) ( )
( ) ( )
( ( ) ) ( ) 0 1
j
j
j z
m
z j j
j
j j w
W z w w z
g z z dz
w g z w z j m
=
, = ν ∂ ϕ −
−∂ ν ϕ +
+ ν + ∂ ν ϕ = , = , .
∑∫
W
V
 
Следовательно, функция (3.11) будет первым 
интегралом вполне разрешимой дифференциаль-
ной системы (0.1) при условии (3.1). Теорема 
доказана.   
Пример 3.1. Для системы уравнений Лаппо-
Данилевского в полных дифференциалах   
1 1 2 1 1 1 2 1
2 3
1 2 2 1 2 2 2
((2 sin ) 3 sin )
(( 12 5 (2 )) 6 (2 ) )
dw z z a z w a z w dz
z z b z w b z w dz
= − + +
+ − − + ,  
2 1 1 1 1 2 2 1
2 3
2 1 1 2 2 2 2
( 2 sin (4 sin 2 ) )
( 3 (2 ) ( 12 4 (2 )) )
dw a z w a z z z w dz
b z w z z b z w dz
= − + + +
+ − + − + ,  
где a  и b  числа из поля ,C  с функциями 
11 1 2 1
12 1 2 1 2
: ( ) sin
: ( ) 2
z z a z
z z z z
α , → ,
α , → ,  
21 1 2 2
2 3 2
22 1 2 1 2 1 2
: ( ) (2 )
: ( ) 12 6 ( )
z z b z
z z z z z z
α , → ,
α , → − ∀ , ∈ ,C  
общим вещественным собственным вектором 
1 (1 1)ν = ,−  матриц 
11 12
21 22
1 2 1 0
3 4 0 1
5 3 2 0
6 4 0 2
V V
V V
− −= , = ,
− −= , = ,
 
которым соответствуют собственные числа  
11 1 12 1 21 1 22 11 2 2, , , ,λ = λ = ,λ = − ,λ = ,  строим (теорема 
3.1) на пространстве 4C  первый интеграл   
1 2 1
2 4 4
2 1 2 2
: ( ) ( ) exp( cos
(2 ) 3 ) ( )
W z w w w a z
b z z z z z w
, → − +
+ − + ∀ , ∈ .C  
Теорема 3.2. Пусть выполняются условия 
леммы 3.2. Тогда первыми интегралами вполне 
разрешимой дифференциальной системы (0.1) 
при (3.1) будут функции   
1 1
1
: ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) 0 1
l
l
l
l
l
W z w w z
K z W z w C z
z w G l
τ− τ−
τ=
, → ν ϕ −
− , −
∀ , ∈ ×Ω, = , − ,
∑

        (3.13) 
где область 0{ : 0}w wΩ ⊂ ν ≠ ,  функция 
: Gϕ → C  находится по формуле (3.12), а   
1 11
1
1
1
: ( )
( ) ( ) 1 1 1
m
l l
j l
j
l
ll
j j
K z z
z K z dz z G l l
⎛ ⎞⎜ ⎟τ− , −τ+⎜ ⎟τ−⎝ ⎠=
−τ ⎛ ⎞ −δ⎜ ⎟ δ τ−⎜ ⎟δ⎝ ⎠δ=
⎛→ μ +⎜⎝
⎞+ μ ∀ ∈ , τ = , , = ,− ,⎟⎠
∑∫
∑
 
1
1
: ( ) ( )
( ) ( ) 0 1
m
l
l j
j
l
l
j l j
C z g z z
z C z dz z G l
=
⎛ ⎞⎜ ⎟ τ −τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠τ=
⎛→ ν ϕ +⎜⎝
⎞+ μ ∀ ∈ , = ,− ,⎟⎠
∑∫
∑
 
1
: ( )
( ( ) 1 ) 1 0 1
js
jl jkl jk
k
jkl jk l j
z z z G
w k s j m l
=
μ → μ α ∀ ∈
μ = Ψ , = , , = , , = , − .
∑
x
 
Доказательство. Методом, аналогичным 
использованному в теореме 3.1, устанавливается, 
что 1-формы стоящие под знаком криволинейно-
го интеграла в функциях 1
lKτ−  и lC  являются 
точными на односвязной области G.  При 1=  
имеем утверждение теоремы 3.1.  
Пусть 2= .  Тогда в соответствии с теоре-
мой 3.1 и леммой 3.3 получаем, что функция 
1 :W G×Ω→ C  будет первым интегралом систе-
мы (0.1) при (3.1):   
0
1 1 0
0
( ) ( )( ( ) ( )
( )) 0 ( ) 1
j jW z w z w z C z
W z w z w G j m
, = μ ν ϕ − −
− , = ∀ , ∈ ×Ω, = , .
W
 
Предположим, что функции (3.13) при 
= ε  будут первыми интегралами системы (0.1) 
при (3.1). Тогда, используя лемму 3.3, на области 
G×Ω  при 1j m= ,  имеем   
1
1 1
1
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0.
j jW z w z w z
K z W z w C z W z w
ε ⎛ ⎞ ε−τε⎜ ⎟ε τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠τ=
ε−τ ε−τ
δ− δ− ε−τ ε−τ
δ=
⎛⎛, = μ ν ϕ −⎜⎜⎝⎝
⎞⎞− , − − , =⎟⎟⎠ ⎠
∑
∑
W
 
При 1= ε +  функция :W Gε ×Ω→ C  явля-
ется первым интегралом системы (0.1).  
Таким образом, учитывая способ построе-
ния функций (3.13), получаем, что они будут 
функционально независимыми первыми инте-
гралами системы (0.1). Теорема доказана.   
Подобно теореме 3.2 доказывается   
Теорема 3.3. Пусть выполняются условия 
леммы 3.2. Тогда первыми интегралами вполне 
разрешимой системы (0.2) при условии (3.1) бу-
дут функции   
1 1
: ( ) ( ) ( )
( ) 1 1
jsm
l l jkl jk j
j k
W z w w z dz
z w G l
= =
, → Ψ − μ α
∀ , ∈ ×Ω, = ,− .
∑∑∫  
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